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R&sum&Dans le present travail on Ctudie numtriquement l’bcoulement et le transfert de chaleur induits 
par convectron naturelle stationnaire dans un canal horizontal, infini et comportant un nombre indefini de 
blocs rectangulaires uniformtment repartis sur sa paroi inferieure (geometric repetitive). Les blocs sont 
chaulfes a une temperature constante Tc et connect&s par des surfaces adiabatiques. La paroi sup&ieure 
du canal est maintenue a une temperature uniforme T,(Tr < 7”‘). Le fluide caloporteur est pair (Pr = 0.72). 
Les parametres de l’etude sont le nombre de Rayleigh (10’ < Ra < 5 x 106) et la hauteur relative des blocs 
(l/8 < B = h//H’ < l/2). L’ttude Porte essentiellement sur l’influence du choix du domaine de calcul sur 
la multiplicite des solutions. L’effet de chaque solution sur I’ecoulement et sur le transfert de chaleur est 
ttudie. Cette investigation montre que la symttrie de l’ecoulement n’est pas toujours preservee bien que les 
conditions aux limites du problemme soient symetriques. Pour un ensemble don& de parametres de base, le 
transfert de chaleur peut subir des differences allant jusqu’a 25% entre deux solutions multiples. 0 1997 

Elsevier Science Ltd. 

1. INTRODUCTION 

La convection naturelle dans des cavites fermees a 
recu une attention trts particuliere depuis de nom- 
breuses anntes, notamment dans le cas des configura- 
tions avec chauffage vertical. Cela est dfi a son impor- 
tance pratique dans divers problemes rencontrts dans 
le domaine de l’ingtnierie. La convection naturelle 
dans des cavites semi-ouvertes, bien que trb peu docu- 
mentee comparte a la convection naturelle dans des 
cavites fermees, a ricemment fait l’objet de quelques 
travaux malgre les difficult& rencontrees dans les 
simulations numeriques et qui proviennent essentielle- 
ment de la mtconnaissance des conditions aux limites 
a l’ouverture. Pour contourner ces difficult&, on a 
souvent eu recours a des domaines de calculs Ctendus 
utilisant des maillages encombrants. Les motivations 
derriere l’etude du transfert de chaleur dans ces confi- 
gurations sont essentiellement dictees par l’importa- 
nce qu’elles revdtent dans divers domaines d’ingenierie 
comme les capteurs solaires, les thermosyphons, la 
conservation de l’tnergie dans le domaine de l’habitat 
et le controle du refroidissement des composants Alec- 
troniques. Dans ce dernier domaine, le developpe- 
ment rapide que connait actuellement la technologie 
des systtmes Clectroniques rtsulte en des montages et 
des Cquipements de plus en plus compacts, qui compo- 
rtent en general un ensemble de plaques planes sur 
lesquelles sont implantees des series de petits compo- 

sants de forme parallClipipCdiques. L’energie dissipee 
par ces composants doit Etre evacuee pour Cviter des 
surchauffes pouvant causer leur endommagement. 
Dans le cas des puissances relativement faibles, la 
convection naturelle peut dtre un moyen fiable et eco- 
nomique pour realiser cette tache, d’autant plus qu’e- 
lle est autonome. D’ou la justification de l’inter& de 
l’btude de la convection naturelle dam un canal muni 
de blocs rectangulaires sur une de ses faces intemes. 
Cette configuration, bien que moins Btudiee cornparke 
aux autres, recoit actuellement une attention de plus 
en plus grandissante. Parmi les investigations realisees 
dans ce cadre on peut noter les travaux de Moffat et 
Ortega [l] qui ont etudit expkimentalement le trans- 
fert de chaleur induit par convection naturelle dans 
un canal vertical comportant des blocs cubiques sur 
l’une de ces faces. Leur etude a montre que le transfert 
de chaleur depend fortement de la hauteur des blocs 
et de la distance qui les &pare. Lin et Hsieh [2] ont 
ttudie exptrimentalement la convection naturelle dans 
deux canaux form& par trois plaques paralleles et 
verticales ou des blocs chauffants ont ttt reguliere- 
ment repartis sur deux de ces plaques de facon a for- 
mer huit blocs par canal. Les plaques extremes sont 
reliees par une paroi horizontale. La communication 
entre les deux canaux est assurte a l’aide d’une ouver- 
ture am&nag&e entre la plaque centrale et la paroi 
horizontale inferieure. Les ouvertures superieures 
assurent la communication avec l’ambiance. Le 
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NOMENCLATURE 

parametre geometrique (L//H’) 
parametre geometrique (h’/H’) 
paramttre geometrique (V/H’) 
acceleration de la pesanteur 
hauteur des blocs 
hauteur du canal 
distance entre les blocs (largeur des 
blocs) 
largeur du plus petit domaine 
representatif 
nombre de Nusselt, equation (7) 
nombre de Prandtl (V/X) 
densite de flux thermique 
adimensionne a travers la paroi 
froide 
nombre de Rayleigh @/IAT’R3/(w)) 
nombre de Rayleigh de transition vers 
la convection instationnaire 
temperature adimensionnte 
((T- fi)IAT) 
temperature des faces chaudes 
temperature de la paroi froide 
difference de temperature 
(% - Tk) 

t temps adimensionne (t’cx/H”) 
K 0 vitesses adimensionntes selon les axes 

x et Y ((u’, v’)R/cc) 
x, Y coordonnees adimensionntes 

((x’, Y’)lH’). 

Lettres grecques 

; 
diffusivite thermique 
coefficient d’expansion volumique 

V viscosite cinematique 

& 
masse volumique du fluide 
fonction de courant adimensionnee, 
Y’/X 

R vorticite adimensionnee, R’H’*/GI. 

Indices superieurs 
variables dimensionnees. 

Indices inferieurs 
C paroi chaude ou conduction 
F paroi froide 
max valeur maximale 
min valeur minimale 
ext valeur extremale. 

chauffage des blocs est realise en imposant des flux de 
chaleur constants. Le nombre de Ra, base sur la lar- 
geur d’un canal, est compris entre 1.8 x lo5 et 8.9 x 105. 
L’influence de Ra sur l’ecoulement et sur le transfert 
de chaleur a BtC ttudite. La dissymttrie gtometrique 
du probleme fait que les deux canaux montrent des 
phenomenes completement differents. L’ecoulement 
principal a CtC observe ascendant dans un canal et 
descendant dans l’autre. 11 a Cte mCme constatt que 
dans certaines conditions l’ecoulement pouvait dtre 
laminaire dans un canal et turbulent dans l’autre. 

Pour le cas d’un canal incline on peut titer l’ttude 
de Raji et al. [3]. Ces auteurs ont examine la convec- 
tion mixte dans un canal de longueur finie, contenant 
deux blocs adiabatiques et chatie discrttement par le 
bas a l’aide d’une temperature constante. Les paramb 
tres consider-es dans cette etude sont les nombres de 
Reynolds et Rayleigh, l’inclinaison du canal et la hau- 
teur relative des blocs. Les rtsultats trouves ont mon- 
tre qu’il est possible de controler le transfert de chaleur 
a travers la paroi froide et a travers la sortie du canal 
pour des combinaisons adequates des parametres de 
controle. Les etudes portant sur un canal horizontal 
sont Cgalement rares. Les principales investigations 
concernant de telles configurations sont dues a Jacobs 
et al. [4,5]. En effet, Jacobs et Mason [4] ont considere 
le cas d’une masse fluide de grande tpaisseur remplis- 
sant I’espace au dessus des cavites, ce qui correspond 

a un canal comportant des blocs sur sa paroi inferieure 
et dont la paroi suptrieure est rejetee a l’infini. Les 
bas des cavites est suppose isotherme et les parois 
laterales sont considertes adiabatiques ou isothermes. 
Le probleme a tte Ctudit exptrimentalement et nume- 
riquement pour un nombre de Grashof Gr variant de 
1 a 105. Le mCme probleme a 6tt repris ensuite par 
Jacobs et al. [5] dans le cas oi le bas des cavites est 
chauffe a l’aide d’un flux de chaleur constant. 11s ont 
montrt que ce mode de chautfage favorise la creation 
des cellules de recirculation et que le transfert de cha- 
leur est considerablement different de celui correspon- 
dant a une temperature constante. Recemment, une 
etude numerique a etC menee par Hasnaoui et al. [6] 
dans une geomttrie similaire constitute d’une infinite 
de cavites ouvertes chaulfees par le bas (temperature 
constante) et couvertes par un plan horizontal froid. 
Cette geometric peut &tre assimilee a celle d’un canal 
horizontal oti des blocs rectangulaires isolants et iden- 
tiques sont disposes a intervalles rtguliers sur sa paroi 
inferieure. L’influence de la hauteur relative des blocs 
et du nombre de Rayleigh sur les comportements 
dynamique et thermique du fluide a ete ttudite. Les 
calculs sont effect& sur le plus petit domaine repre- 
sentatif du systeme en exploitant la pkriodicitt de la 
geometric et des conditions aux limites. Les resultats 
obtenus ont montre que la hauteur des blocs a une 
influence considerable sur le maintien ou la destruc- 
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Fig. 1. Configuration CtudiCe. 

tion de la symbtrie de l’kcoulement ainsi que sur la 
transition vers des rkgimes oscillants de fagon pkriodi- 
que ou chaotique. Aux vues de ces rksultats il semble 
qu’un meilleur enrichissement des connaissances 
concernant les phknomknes de la convection naturelle 
dans un canal horizontal muni de blocs rectangulaires 
rkcessite un examen dttaillk de l’influence des condi- 
tions aux limites thermiques et des paramttres gComb 
triques. Ainsi, l’objectif de la prksente &tude consiste 
g modkliser numkriquement le problkme de la convec- 
tion naturelle dans un canal horizontal de longueur 
infinie et comportant une infinitk de blocs chauffants 
isothermes et rkguli8rement disposes sur sa paroi in- 
fkrieure. Dans cette ttude une attention particulitre est 
accord&e B l’influence du choix du domaine de calcul 
sur la multiplicite des solutions obtenues et sur leur 
stabilitt. Les transitions de chaque type de solution 
vers des rtgimes oscillants et les nombres de Rayleigh 
critiques a partir desquels ces diffkrentes transitions 
s’effectuent feront aussi partie des objectifs de cette 
ttude. 

2. CONFIGURATION GkOMhRIQUE ET MODfiLE 

MATHtMATIQUE 

La configuration ttudike est prCsentCe sur la Fig. 
1. 11 s’agit d’un canal horizontal de longueur infinie 
comportant une infinitk de blocs chauffants maintenus 
g une tempkrature constante Tc (tempkrature chaude) 
et disposks & intervalles r&hers sur sa paroi infk- 
rieure. Les portions restantes sur cette paroi sont adia- 
batiques. La paroi supkrieure du canal est maintenue 
& une tempkratun: constante T, (temptrature froide) 
et elle est placke & une hauteur R de la paroi infk- 
rieure. Vue la nature ptriodique du probEme et des 
conditions aux limites impostes, on peut subdiviser le 
domaine en une infinitk d’B1Bments identiques appelks 
modules Cltmentaires ou domaines simples (DS) de 
longueur L’ chacun. L’Ctude du problkme peut ainsi 
&tre mente sur un DS compris entre les plans fictifs PI 
et P, (Fig. 1). Une telle technique a CtC utiliske par 
Hasnaoui et al. 161 pour Ctudier la convection dans 
une g&om&rie similaire. Cependant, lorsqu’il y a pos- 
sibilitk de l’existence de solutions multiples, le choix 

d’un tel domaine demeure inapproprik pour la dkter- 
mination de certaines solutions du probltme. Ainsi, 
un autre domaine limit& par les plans fictifs P, et P4 a 
ktk consid& Ses dimensions sont deux fois celles du 
domaine simple et il sera appelt domaine double 
(DD). Pour simplifier le probltme on suppose que 
les blocs sont suffisamment longs dans la direction 
normale au plan d’Ctude de fagon g ce que l’tcoule- 
ment puisse itre consid&& bidimensionnel. Le fluide 
caloporteur (air) est suppost incompressible et obkis- 
sant & l’approximation de Boussinesq. Les kquations 
adimensionnelles gouvernantes en formulation vorti- 
cit&fonction de courant sont : 

at-2 ad2 ad2 z+_?x+-ptnPr~+Pr[~+~] 

(1) 

dT auT avr a2T a2T 
t+ax+F=ax:+S' (2) 

!F+E= _Q 

w 
ay ay 

G-5 v=z. 

L’adimensionnalisation des Equations prkctdentes 
est effectuke comme suit : 

(x, Y) = (x’, Y'YH' ; (24 4 = (u’, V’)/(~/fl) 
T=(T--TF)/AT; AT = Ye-T; 

t = t’c@T2 ; Y = Y/lx; R = (WfP)/a . 

Ra = sW”H”. 
03 ’ 

Pr = v/a 

(5) 

Les conditions aux limites assocites g ce probkme 
sont. 
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2.1. Cas du domaine simple 
Conditions periodiques sur les plans fictifs P, et P,. 

qJ’=EO 
an 

; T=l 

poury=B; O<x<C/2 et 3C/2,<x<2C 

ay -_=Y=O; T=O an 
poury= 1; O<xC2C 

y+; aT&J 
ay 

poury=O; C/2Gx,<3C/2 

z=Y=O. T=l 
an ’ 

pourx=C/2 et 3C/2; O<y<B 

(6) 

oti n indique la normale a une paroi solide et les 
parametres geometriques A, B et C sont dtfinis dans 
la nomenclature. 

2.2. Cas du domaine double 
Conditions periodiques sur les plans fictifs P, et P.,. 

Dans chaque DS constituant la moitit du DD, les 
conditions sur les parois solides sont identiques P celles 
sus-mention&es. Le transfert de chaleur a travers la 
paroi froide du canal est &value par le nombre de 
Nusselt normalise : 

Nu = e 
QC 

(7) 

avec 

Q = l/A, ,^“$ 
s 4, 

dx (8) 
--1 
_ 

ou AD = A pour le domaine simple et A, = 2A pour 
le domaine double. Qc est &value a l’aide de l’equation 
(8) pour Ra = 0 (conduction pure). 

3. MhHODE DE Rl%OLUTlON 

Les equations (1) a (4) sont disc&i&es a l’aide 
dune mtthode aux differences finies. Toutes les discre- 
tisations spatiales sont realisees a l’aide d’un schema 
centre p&is au second ordre. L’integration des Cqua- 
tions de conservation (1) et (2) est effect&e a l’aide 
dune methode implicite aux directions alter&es 
(ADI). La resolution de I’tquation de Poisson (3) est 
assurCe par la methode SOR (successive over relaxa- 
tion) avec un facteur de surrelaxation voisin de 1.8. 
Atin de satisfaire l’equation de continuite a chaque 
pas de temps, un critere de convergence relatif g la 
fonction de courant a CtC adopt& Ce critere est defini 
par : 

ou m designe le nombre d’iterations. 
Des tests preliminaires ont permis de selectionner 

un maillage uniforme de 41 x 41 et 81 x 41 respective- 
ment pour les domaines simple et double. Ce maillage 
a et& jug& suffisant pour decrire correctement les 
details de l’tcoulement et la distribution de la tempba- 
ture au voisinage des parois solides. Cependant, pour 
B = l/8 et Ra > 106, un maillage de 129 x 65 a et6 
utilise pour le DD afin de s’assuser que la transition 
vers le regime oscillatoire est bien retardte dans ce cas. 
Le pas de temps utilise varie de 2 x 10m4 a lo-’ selon 
les valeurs de Ra et B. Les valeurs de pas choisies dans 
cette gamme permettent d’tviter d’eventuels proble- 
mes d’instabilitts numeriques et assurent une conver- 
gence du programme vers les solutions stationnaires 
dans des temps de calcul raisonnables. Le code nume- 
rique Clabort est valid6 en prenant comme reference 
les rtsultats obtenus par Hasnaoui et al. [6]. D’autres 
validations du code sont faites avec les solutions de 
benchmark [7]. Pour Ra variant entre lo3 et 106, les 
deviations respectives en termes de Y’,,, et Nu ne 
depassent pas 1.4 et 2.5%. Qualitativement et quanti- 
tativement un excellent accord a Ctt note. En plus on 
a pro&de a un contrble du bilan Cnergetique pour 
chaque resultat obtenu. La difference maximale entre 
la quantite de chaleur fournie au fluide par les ClCme- 
nts chaulIants et celle perdue a travers la paroi froide 
ne depasse pas 3.5%. 

4. RktULTATS ET DISCUSSION 

Dans la presente etude, les paramttres geomttriques 
A et C sont consider&s constants (A = 1 et C = 0.5) 
et B est compris entre l/8 et l/2. Le fluide caloporteur 
est fair (Pr = 0.72) et le nombre de Rayleigh varie 
dans la gamme lo* < Ra < 5 x 106. 

4.1. Lignes de courant et isothermes 
4.1.1. B = l/2. (a) Cas du domaine simple (DS). 

Lorsqu’on effectue les calculs en commencant par des 
nombres de Ra faibles, le regime d’tcoulement est, 
comme on peut s’y attendre, presque conductif. Ainsi, 
pour Ra = 103, la Fig. 2(a) indique que les isothermes 
sont horizontales dans la partie superieure du 
domaine, ce qui implique que la circulation du fluide 
n’est pas assez intense (Yext = 0.024) pour deformer 
le champ de temperature. Le mouvement du fluide est 
organise dans deux cellules symetriques par rapport a 
la ligne centrale verticale Pz. La Fig. 2(b) montre que, 
pour Ra = 104, la solution devient dissymttrique. La 
taille de l’une des deux cellules presentes croft au dttri- 
ment de I’autre et tend a “l’ttrangler” dans la partie 
inferieure de la micro cavitt. La cellule affaiblie est 
contrainte a deborder darts le domaine voisin et cede 
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en se brisant. Le petit tourbillon ainsi cret au coin 
inferieur gauche de la cavitt augmente de volume avec 
Ra tout en restant dans la micro cavite et tend de sa 
part a chasser la grande cellule de la partie inferieure 
du domaine. Pour Ra = lo’, la Fig. 2(c) montre que 
la cellule principale resiste difficilement au deborde- 
ment du tourbillon et la distorsion des isothermes 
temoigne dun transfert de chaleur important. Au fur 
et a mesure que l’on augmente le nombre de Rayleigh 
les resultats (non present&s ici) indiquent que la cellule 
principale est contrainte a son tour a se briser pour 
laisser dans la partie inferieure droite de la micro 
cavite une petite cellule de recirculation qui va concur- 
renter avec le tourbillon deja existant. L’espace offert 
par la micro cavite est presque totalement occupe par 
les cellules secondaires et, tant que le regime station- 
naire subsiste, toute augmentation de Ra contribue a 
augmenter de facon tres limit&e le volume du deuxieme 
tourbillon secondaire ainsi form& dans la micro cavitt. 
L’espacement des isothermes au milieu du domaine et 
plus exactement dans les regions qui co’incident avec 
les centres des cellules est de plus en plus accentue 
avec Ra indiquant que le transfert de chaleur a travers 
le milieu du domaine est de plus en plus faible. On 
peut signaler Cgalement que la circulation rapide des 
tourbillons a tendance a uniformiser la temperature 
aux milieux de ceux-ci. D’autre part, il est interessant 
de signaler que les solutions dissymttriques favorisent 
le transfert de chaleur des faces horizontales chaudes 
vers le fluide (dam la direction verticale) . Par contre, 
l’existence des cellules de recirculation de faibles inten- 
sites dans la micro cavitt engendre de faibles &changes 
convectifs entre les parois verticales chaudes et le 
fluide. La destruction de la symetrie de l’ecoulement 
a Btt observte dans le passe par Hasnaoui et al. [6] en 
Ctudiant le probleme de la convection naturelle dans 
des configurations similaires. La nature dissymttrique 
de la solution pour Ru 2 lo4 montre que le probleme 
admet au moins cleux solutions, puisque l’image par 
rapport a un miroir de chaque solution obtenue est 
aussi une solution du probleme bien que le transfert 
de chaleur moyen a travers la paroi froide demeure le 
m&me pour ces deux solutions particulieres. Pour les 
solutions dissymttriques, le regime d’ecoulement du 
fluide devient inst,ationnaire pour Ru > 5 x 106. 

En raison de la multiplicitt des solutions, celles 
discuttes auparavant seront appelees de type S,. Les 
calculs effect&s sur le domaine simple ont montre 
qu’il est possible de trouver d’autres solutions pour 
Ru > 2.5 x lo4 en utilisant des conditions initiales 
appropriees. Ces solutions seront appeltes de type 
S,. Ainsi, pour Rtz = 10’ il est possible d’obtenir une 
solution symetrique et bicellulaire comme indiqut sur 
la Fig. 2(d). La gamme de Ru pour laquelle on obtient 
des solutions symCtriques est comprise entre 2.5 x lo4 
et 8 x lo5 (non compris) avec une faible dissymetrie 
pour 3 x lo5 < Rtr < 5 x lo*. Les differences relatives 
entre Y’,,, et Y,i,, qui caracdrisent les intensites des 
deux cellules en presence ne depassent pas 4% dans le 
cas des solutions faiblement dissymttriques (resuitats 

non present& ici). Le nombre de Rayleigh critique 
caracterisant la transition d’un regime stationnaire 
vers un regime oscillatoire ptriodique est tres voisin 
de 8 x 10’. Cette valeur est nettement trbs inferieure a 
celle obtenue pour les solutions de type & qui restent 
stationnaires jusqu’l Ru = 5 x 106. A signaler que 
l’echange thermique est important entre les parois 
vericales chaudes et le fluide pour les solutions de 
type S,. Par contre, les parois horizontales des blocs 
interagissent faiblement avec le fluide qui, arrive a leur 
niveau, est deja chauffe par les parois verticales. 

Pour lo4 < Ru < 2.5 x 104, la seule solution possi- 
ble est dissymetrique et ceci independamment des 
conditions initiales. Pour s’assurer de I’inexistence de 
solutions symetriques dans cette gamme de Ra on a 
initialid le programme a partir de solutions symetri- 
ques obtenues pour des Ru plus BlevCs. D’autres essais 
ont it& aussi effectues en considerant la moitie du 
domaine simple (region entre PI et PZ) avec des condi- 
tions dune solution symetrique sur la frontike P,. 
Ainsi, pour Ra = 2 x lo4 la solution symetrique bicel- 
lulaire obtenue est introduite comme condition initiale 
dans le domaine d’etude pour le m&me Ru. Cette solu- 
tion a Cte trouvte instable car elle se detruit apres 
un certain temps pour laisser la place a la solution 
dissymetrique, plus stable. L’evolution de cette solu- 
tion est illustree sur la Fig. 3(a, b) presentant respec- 
tivement les variations de Q et Y’,,, en fonction du 
temps. La solution symetrique se maintient jusqu’a un 
temps adimensionnel de 5 et bascule vers une solution 
dissymetrique stable. Pour s’assurer de la stabilite de 
la solution dissymttrique, l’execution du programme 
a Ctt prolongee jusqu’a un temps adimensionnel Cgal 
a 20. D’apres ces resultats, il est evident que l’utilisa- 
tion de l’hypothese dune solution symetrique (Jacobs 
et al. [4, 51) dans ce genre de probltmes impose des 
solutions symetriques qui sont potentiellement insta- 
bles et rend impossible l’obtention de solutions dissy- 
metriques et stables. 

(b) Cas du Domaine double (DD). Theoriquement, 
toute solution du domaine simple est solution du 
domaine double et non l’inverse. Cependant, il est 
interessant de verifier si toutes les solutions du 
domaine simple sont stables dans le domaine double. 
Pour tous les nombres de Rayleigh consider&, les 
solutions dissymetriques de type S, sont des solutions 
stables dans le domaine double. Par contre, la stabilite 
des solutions de type S, dans le DD a CtC obtenue 
uniquement pour Ra < 5 x 10’. Ainsi, une initialisa- 
tion du programme par une solution de type S, dans 
la zone instable (Ru 2 5 x 105) conduit a des solutions 
de type S3 symetriques par rapport a P3 mais globale- 
ment non symetriques par rapport a P, comme on 
peut voir sur la Fig. 4 pour Ru = 7 x 10’. Pour illustrer 
cette instabilite, on a reproduit par translation la solu- 
tion S, du DS dans le DD pour Ra = 7 x 10’ et on 
l’a utiliste comme condition initiale dans les calculs 
numeriques. L’evolution de la solution dans le DD est 
presentee sur la Fig. 5(a, b) respectivement en termes 
de Q et y’,,, en fonction du temps. On peut voir que 
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(a) 

(b) 
Fig. 2. Lignes de courant et isothermes pour B = l/2 (solutions de type S,) : (a) Ra = 103, Y’,,, = 0.024; 
(b) Ra = 104, Y’,,, = 0.765 et Yti. = - 1.16; (c) Ra = lo’, Y’,, = 9.89 et Ymin = - 13.64; et (d) Ra = lo’, 

Y,,, = 11 .oo. 

la solution du DS sub&e jusqu’a t = 0.5 et se detruit 
ensuite pour converger vers la solution S, de la Fig. 4. 
La transition des solutions de type S, vers les regimes 
oscillants est legerement retardte par rapport aux 
solutions de type S, ; elle a lieu environ pour 
Ra=9x105. 

En plus des solutions discutees dans les sections 
preddentes, il est possible d’avoir des solutions de 
type S,, symetriques par rapport a P, (impossible a 
obtenir dans le domaine simple) en utilisant des condi- 
tions initiales appropriees. Ces solutions s’obtiennent 
pour Ra > 5 x lo4 et deviennent instationnaires pour 
Ra > 2 x 106. Des lignes de courant et des isothermes 
typiques sont prtsentees sur la Fig. 6 pour Ra = 10’. 
On peut noter dans chaque moitit du domaine la 
presence d’une grande cellule remplissant tout l’espace 
disponible au dessus de chaque micro cavite et deux 
cellules de recirculation se partageant, de manitre in& 
gale, respace offert par la micro cavite. Lorsque le 
nombre de Rayleigh est accru les resultats indiquent 
que la plus petite des cellules de recirculation augme- 
nte sensiblement de taille au depend de la cellule voi- 
sine alors que la cellule principale reste qualitative- 
ment sans grand changement mais quantitativement, 

augmente d’intensitt. Sur le Tableau 1 on presente de 
man&e resumee toutes les informations concernant 
les solutions obtenues pour B = l/2. Finalement, il est 
utile de preciser que dans des travaux anttrieurs, la 
multiplicite des solutions a Btt dtmontree numerique- 
ment [8-111 et exptrimentalement [12]. Lorsque des 
solutions multiples existent, le choix des perturbations 
initiales determine l’etat final de l’kcoulement. 

4.1.2. B = l/4 et l/S. (a) Domaine simple. Les solu- 
tions typiques obtenues pour B = l/4 sont prtsentees 
sur la Fig. 7(a, a c). Pour des nombres de Rayleigh 
faibles, l’ecoulement est symetrique et bicellulaire 
comme illustre sur la Fig. 7(a) pour Ra = 5 x 103. 
La conduction est le mode de transfert de chaleur 
dominant. En effet les isothermes sont horizontales 
dans le partie suptrieure du domaine et la circulation 
du fluide est faible (Y,,, = 0.91). En augmentant Ra, 
les effets de cisaillement aux coins de la micro cavite 
favorisent la destruction de la symetrie de l’ecoule- 
ment lorsque Ra > 6 x 103. La nouvelle structure de 
l’ecoulement est montree sur la Fig. 7(b) pour 
Ra = 104. On note la presence d’une petite cellule de 
recirculation dans le coin inferieur droit de la micro 
cavite due a la destabihsation de la solution symetri- 
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(cl 

(a 
Fig. 2-continued. 

que (a rappeler que la solution symktrique peut &tre petites cellules de recirculation remplissant l’espace 
obtenue en utilisant la moitiC du domaine mais cette offer-t dans la micro cavite et deux grandes cellules 
derniere est instable dans le domaine simple). La dissy- dans la partie superieure. Dans le cas des grandes 
metric ainsi trouvee ne se maintient que pour Ra com- cellules, le mouvement ascendant du fluide sur l’axe 
pris entre 6 x lo3 et 104. En effet, pour Ra > lo4 la P2 est induit par le biais des frictions visqueuses exer- 
symetrie est a nouveau rtcuperee, cependant la solu- &es par les petites cellules dont le sens du mouvement 
tion n’est plus bicellulaire mais quadracellulaire est impose par les effets thermiques. La distorsion des 
comme on peut le voir sur la Fig. 7(c) pour isothermes dans ce cas montre que les mouvements 
Ra = 5 x 104. L’tcoulement est constitd par deux convectifs sont importants. En augmentant davantage 

3.00; 2 4 6 8 

t 

3.4 

1 & 3Jl 

I- 

l- 7-L 
2’60 2 4 6 8 

t 
Fig. 3. Evolution de Q et Y,,, en fonction du temps pour B = l/2 et Ra = 2 x lo4 : transition de la solution 

symktrique instable vers la solution dissymktrique stable. 
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Fig. 4. Lignes de courant et isothermes pour B = l/2 et Ra = 7. lo5 : solution de type S, (stable dans DD) ; 
Y’,,, = 31.00. 

Q 9.S 

9.73 i 

1 

1 93. 
0 2 4 6 

4 

t 

31 

J 31 

b) 1 
0 2 4 6 8 

t 
Fig. 5. Evolution de Q et Y’,, en fonction du temps pour B = l/2 et Ra = 7.105 : transition de la solution 

de type S, instable vers la solution de type S, stable dans DD. 

Ra, la solution devient instationnaire pour Ra > 
8 x 104. 11 est intkressant de noter aussi que I’utilis- 
ation de la moitik du domaine avec les conditions de 
symktrie permet d’avoir deux solutions symktriques 
pour Ra = 5 x IO4 : l’une bicellulaire et l’autre quadra- 
cellulaire. La solution bicellulaire a CtC trouvte insta- 
ble dans le domaine simple. Elle se dktruit lorsqu’elle 
est utilisk comme condition initiale pour laisser la 
place d la solution quadracellulaire. Un autre inconvk- 
nient de l’utilisation de la moitik du domaine r&side 
dans le fait qu’il ne permet pas de prkdire correctement 
le nombre de Ra critique de transition vers des rkgimes 
instationnaires. En effet, on a trouvk dans le prksent 
cas que l’utilisation des conditions de symttrie main- 

tient le r&me stationnaire m&me lorsque Ra atteint 
106, alors que les conditions de pCriodicitC donnent un 
rkgime instationnaire pour Ra > 8 x 104. 

Pour B = l/8, les rtsultats obtenus sont qualitative- 
ment similaires I ceux de B = l/4 avec un dkcalage 
pour la gamme de Ra correspondant A la solution 
dissymktrique (6 x lo3 < Ra < 8 x 103) et une ltgtre 
prkipitation de la transition vers le rtgime oscillatoire 
(Ra > 6 x 104). 

(b) Domaine double. Toutes les solutions du 
domaine simple (notkes S1 par la suite), ont CtC trou- 
vkes stables dans le domaine double. Les nombres de 
Rayleigh de transitions vers les rkgimes oscillants ont 
btk trouds aussi identiques a ceux du DS. Par ailleurs 
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Fig. 6. Lignes de courant et isothennes pour 
I \ I 1 

B = l/2 (solution de type S,) : Ra = lo’, Y,, = 12.86. 

Tableau 1. Differentes solutions obtenues pour B = l/2 

Type de solution 

(4 DS 
Solution obtenue pour : 

Ra, 
Structure de l’ecoulement 

(b) DD 

Ra < 5 x lo6 

x6x lo6 

symetrique bicellulaire pour Ra < lo4 ; 
dissymttrique pour Ra 2 lo4 

2.5 x lo4 < Ra < 8 x 10’ 

~8x10~ 

symetrique bicellulaire avec une leg&e 
dissymetrie pour 3 x lo5 < Ra < 5 x lo5 

Type de solution S, 

Solution obtenue Ra < 5 x lo6 2.5 x lo4 < Ra< 5 x lo5 5x105<Ra<9x105 5x104CRa~2x106 
pour : 

Rat =6x lo6 transition vers S, x9x lo5 x3x106 

Structure de identique a S, du DS identique A S, du DS sym&ique/P, ; sym&rique/P, ; 
Kcoulement non sym&ique/P2 non sym6trique/P2 

l’utilisation des conditions initiales appropriees per- 
met l’obtention d’autres solutions non observables 
dans le DS ; elles seront notees S,. Ces solutions cor- 
respondent a Ra Ia 4 x IO3 et Ra >, 3 x lo3 respective- 
ment pour B = l/4 et B = l/S. Pour B = l/4, les lignes 
de courant et les isothermes typiques de cette solution 
sont montrees su.r la Fig. 8(a a c). Pour Ra = 104, 
la Fig. 8(a) montre que l’ecoulement principal est 
constitut de dew; grandes cellules occupant presque 
la totalite du domaine et deux petites cellules de recir- 

culation localisees dans un coin inferieur de chaque 
micro cavite. En augmentant Ra, les petites cellules 
augmentent de volume au detriment des cellules prin- 
cipales et tendent a les chasser des micro cavites pour 
occuper tout l’espace disponible entre les blocs. Ceci 
est illustrt sur la Fig. 8(b), pour Ra = 10’. Pour 
Ra = 106, la Fig. 8(c) montre que les deux cellules 
principales ont cede en se brisant pour donner naissa- 
nce a deux petits tourbillons dans les coins inferieurs 
des micro cavites. 11 est clair que les solutions de type 
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(a) 

(b) 

(cl 
Fig. 7. Lignes de courant et isothermes pour B = l/4 (solu- 
tions de type S,) : (a) Ra = 5.10’, ‘PC,, = 0.91; (b) Ra = lo“, 
Y mar = 3.99 et I,, = -2.49 ; et (c) Ra = 5.104, 

Y,,, = 10.73. 

S, ont un comportement similaire a celui des solutions 
de type S, obtenues pour B = l/2. On peut noter aussi 
que l’espacement des isothermes est de plus en plus 
prononce dans le voisinage du centre de chaque demi- 
domaine quand Ra augmente en raison de l’augmenta- 
tion de la vitesse de circulation des cellules principales. 
Finalement, il reste a signaler que les solutions de type 
S, demeurent stationnaires pour Ra i 2 x 106. 

Pour B = l/S, des resultats qualitativement similai- 
res a ceux de B = l/4 sont obtenus pour des Ra relati- 
vement faibles (Ra < IO’). Cependent, le fait que l’es- 
pace reserve pour le diveloppement des petites cellules 
est reduit dans ce cas ( faible hauteur des blocs), celles- 
ci n’ont pas reussi I briser les cellules principales m&me 
pour un Ra aussi tleve que 106, comme il est montrt 
sur la Fig. 9(a). De plus pour Ra > 106, on a constatt 
l’apparition de deux tres petites cellules dans les coins 
superieurs du domaine. La Fig. 9(b) correspondant a 
Ra = 5 x lo6 illustre cette constatation. Les solutions 

de type S, restent stationnaires pour des Ra < 5 x 106. 
On note que la transition vers des regimes oscillants 
pour ce type de solutions est retardee pour B = l/S, 
alors que c’est l’inverse qui se produit pour les solu- 
tions de type S,. Un maillage plus fin de 129 x 65 a CtC 
utilise pour B = l/S et des Ra > lo6 pour s’assurer 
que cette transition est reellement retardee. Les details 
concernant les differentes solutions obtenues pour 
B = l/4 et l/S sont present& dans le Tableau 2. 

4.2. Transfert de chaleur 
Les variations du nombre de Nusselt moyen, Nu, 

en fonction du nombre de Rayleigh, Ra, sont presen- 
tees sur la Fig. IO(a) pour B = l/2 et diffkrentes solu- 
tions obtenues. La conduction reste le mode de trans- 
fert de chaleur dominant jusqu’d Ra N 104. L’effet de 
la convection naturelle se manifeste pour des nombres 
de Rayleigh superieurs a cette valeur. Le phtnomene 
de bifurcation est observe pour Ra > 3 x 104. Le nom- 
bre de Nusselt depend alors du type de la solution 
obtenue. Les solutions de types S, et S3 donnent des 
nombres de Nusselt tres voisins. Cependant, les transi- 
tions vers des regimes oscillants pour ces deux type de 
solutions ont lieu respectivement pour Ra = 8 x 10’ et 
9 x 10’. Le transfert de chaleur resultant dune solu- 
tion de type S, ou S, est sensiblement meilleur a celui 
obtenu pour une solution dissymetrique de type S1 
pour 3 x lo4 < Ra < 5 x 105. En effet, dans le cas de 
la solution symetrique S,, le fluide refroidi au niveau 
de la plaque froide (fluide a la ptripherie des deux 
cellules) descend dans la partie centrale du domaine 
et penetre jusqu’au fond de la cavite pour remonter 
ensuite le long des parois verticales chaudes des blocs. 
11 en resulte un bon transfert de chaleur dans la direc- 
tion horizontale entre ces parois verticales et le fluide, 
caracterise par un resserrement des isothermes au voi- 
sinage de ces parois. La direction principale de l’ecou- 
lement peripherique au niveau des coins de la micro 
cavite, lorsque le fluide la quitte, est inclinee par rap- 
port a l’horizontale ce qui conduit a un mauvais trans- 
fert de chaleur (dans la direction verticale) le long des 
faces horizontales des blocs. Dans le cas des solutions 
dissymetriques, les cellules principales sont localisees 
dans la moitie suptrieure du domaine et le transfert 
de chaleur est important dans la direction verticale, le 
long des faces horizontales des blocs et au niveau de 
la sortie de la micro cavite. Les cellules principales 
sont responsables de la majeure partie de transfert de 
chaleur dans la cavite. Pour des nombres de Rayleigh 
relativement faibles, les mouvements secondaires du 
fluide dans la micro cavite sont de faible intensite il 
s’en suit que la chaleur cedte par les faces verticales 
des micro cavites est faible et la chaleur qui traverse 
la paroi froide provient essentiellement des parois 
horizontales des blocs. Ainsi, puisque ce sont les faces 
verticales qui, pour une grande part, contribuent au 
transfert de chaleur dans le cas des solutions symetri- 
ques et comme l’aire totale de ces faces est double de 
celle des faces horizontales, il en resulte que le transfert 
de chaleur est meilleur pour ces solutions. Cependant, 
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(a) (b) 

(cl 
Fig. 8. Lignes de courant et isotherrnes pour B = l/4 (solutions de type SJ : (a) Ra = 104, ‘I’,, = 5.90; (b) 

Ra = 105, Y’,,, = 23.8 ; et (c) Ra = 106, Y,,, = 78.31. 

g mesure que Rcr augmente l’intensitt du mouvement plus favorike. On a note (resultats non present& ici) 
secondaire dans la micro cavite augrnente dans le cas que lorsque Ra passe de 5 x 10’ a 106, le resserrement 
des solutions dissymetriques et la contribution des des isothermes s’accentue dans la region ob se fait 
faces verticales au transfert de chaleur est de plus en l’bvacuation de la chaleur cedee par les faces verticales. 
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(a) 

(b) 
Fig. 9. Lignes de courant et isothennes pour 5 = l/S (solu- 
tions de type SJ : (a) Ra = 106, ‘I”,, = 95.0; et (b) 

Ra = 5.106, ‘I”,,, = 212.2. 

Pour la solution symttrique, la nature de la circulation 
du fluide defavorise toujours le transfert le long des 
faces horizontales. Ainsi, peut-on deduire que la solu- 
tion symetrique ne favorise que le transfert de chaleur 
le long des faces verticales alors que la solution dissy- 
mttrique tend a le favoriser le long de toutes les faces 
chaudes. C’est pourquoi l’evacuation de la chaleur est 
meilleure pour les solutions de type S, lorsque Ra est 
Cleve. 

La Fig. 10(a) montre Cgalement que les solutions 
de type S, (solutions du DD), reduisent considerable- 
ment le transfert de chaleur (la difference maximale 
Ctant de l’ordre de 25%). En etfet, la presence dune 
grande cellule dans la partie suptrieure du domaine 
prolonge le sejour du fluide responsable du transfert 
de chaleur (peripherie de la cellule) au voisinage des 
faces chaudes ce qui diminue sa capacite d&change de 
chaleur avec celles-ci et par consequent les pertes a 
travers la paroi froide sont plus faibles. La repartition 
du fluide entre plusieurs cellules dans les autres types 
de solutions fait que la circulation du fluide porteur 
de la chaleur entre les faces chaudes et la face froide 
est plus rapide (i.e. diminution du temps de sejour du 
fluide au voisinage de la face chaude) ce qui favorise 
le transfert de chaleur. 

Les variations de Nu en fonction de Ra pour 
B = l/8 et l/4 sont montrees sur la Fig. 10(b). Pour 
chaque type de solution, le transfert de chaleur est 
favorist pour B = l/8. De mtme, pour B donne, les 
solutions de type S, conduisent en general a un meil- 
leur transfert de chaleur malgrt la nature multicellu- 
laire des solutions de type S, pour B = l/4. Ces obser- 
vations sont en d&accord avec celles faites pour 
B = l/2 (Fig. 10(a)) lorsqu’on a compare les solutions 
de types S, et S,. En effet, pour expliquer ces differen- 
ces de comportement, il suffit de comparer les intensi- 
tts des cellules de recirculation induites dans chaque 
cas. Pour B = l/2, si on considtre Ra = lo’, par exem- 
ple, la plus grande cellule de la solution S, a une 
intensite Y’,,, = 12.86. Pour les cellules de la solution 
S, on a une intensite Y’,,, = 11 .O pour chaque cellule. 
Les mouvements du fluide sont alors plus importants 
pour la solution de type S, qui est constituee de 4 
cellules d’intensites cornparables contre deux cellules 
principales et des cellules secondaires pour la solution 
de type S,. Pour B = l/4 et Ra = 5 x 103, Y,,,,, = 2.72 
pour la solution de type S, contre 0.91 pour la solution 
de type S,. Ceci explique le fait que les solutions de 
type S, engendrent un meilleur transfert de chaleur. 
Cependant, I’tcart relatif de l’intensite des Ccouleme- 
nts engendres par les deux solutions diminue avec Ra. 
Ainsi, si on considere Ra = 5 x 104, Y’,,, = 16.4 et 
10.73, respectivement, pour les solutions de type S, et 
S,. L’ecart relatif est done considerablement reduit 
par comparaison au cas precedent (les mouvements 
du fluide sont m&me plus importants dans le dernier 
cas puisqu’on a 2 cellules principales par domaine 
Clementaire). 11 s’ensuit que le transfert de chaleur dfi 
i S, devient superieur $ celui de S, pour Ra > 4 x 104. 
Les resultats obtenus pour B = l/8 sont qualitative- 
ment comparables a ceux de B = l/4. 

5. CONCLUSION 

L’etude numerique de la convection naturelle lami- 
naire dans un canal horizontal infini, contenant une 
infinite de blocs chauffants isothermes et regulitre- 
ment repartis sur sa paroi inferieure a Porte essentielle- 
ment sur l’influence du nombre de Rayleigh et sur 
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Tableau 2. Diffhentes solutions obtenues pour B = l/4 et l/8 

S, SI 

(4 DS 
B l/4 l/8 
Solution obtenue pour : Ra < 8 x lo4 Ra<6x104 

Rat =8x lo4 x6x lo4 

Structure de licoulement symhique bicellulaire pour Ra < 6 x 10’ symktrique bicellulaire pour Ra < 6 x 10’ 
dissymttrique pour 6 x 10’ < Ra < lo4 dissymktrique pour 6 x 10’ < Ra < 8 x lo3 
symktrique quadracellulaire pour Ra > IO4 symhique quadracellulaire pour Ra > 8 x lo3 

(b) DD 

Type de solution S, 

B 
Solution obtenue 
pour : 

Rat 
Structure de 
1’Ccoulement 

l/4 l/8 l/4 l/8 
Ra cc 8 x lo4 Ra<6xlO“ 4x10’$Ra<2x106 3x103<Ra<5x106 

~8x10~ =6x lo4 3x lo6 6x lo6 

identique B S, du DS identique $ S1 du DS symttrique/P, ; symCtrique/P, ; 
non symkique/P, non sym&rique/Pz 

NU 

@ SolnUone de type S , 

0 

a) 

ir 104 105 106 
Ra 

102 10’ 104 10s 10’ 
Ra 

Fig. 10. Variation de Nusselt en fonction de Ra pour diff- 
trentes solutions: (a) B = l/2; et (b) B = l/4 et l/8. 

l’influence du domaine de calcul sur la structure de 
l’ecoulement et sur le transfert de chaleur en regime 
stationnaire. Pour B = l/2, les solutions sont uniques 
et symetriques et le transfert de chaleur est domine 

sont dissymttriques pour Ra > lo4 et Ra < 2.5 x 104. 
Pour Ra > 2.5 x lo4 on obtient deux solutions : une 
solution dissymktrique qui reste stationnaire pour 
Ra < 5 x lo6 et une solution symetrique qui devient 
instationnaire pour Ra > 8 x 10’ dans le cas du DS et 
pour Ra > 9 x lo5 dans le cas du DD. De plus la solu- 
tion ‘symetrique’ du DS (legerement dissymttrique 
pour la gamme de Ra entre 3 x lo5 et 5 x 10’) est 
instable dans le domaine double pour Ra > 5 x 105. 
Elle est remplacee par une autre solution symetrique 
par rapport a Ps. Le domaine double permet d’avoir 
des solutions symetriques par rapport a P, qui ne sont 
pas solutions du DS. Ces solutions reduisent considb 
rablement le transfert de chaleur et elles sont obtenues 
pour Ra compris entre 5 x lo4 et 2 x 106. 

L’etude a montre qu’il y a absence de solutions 
multiples dans le domaine simple pour B = l/4 et l/8. 
Les solutions trouvtes sont symetriques et bicellulaires 
pour des Ra relativement faibles. Elles deviennent dis- 
symetriques pour une mince gamme de Ra et redevien- 
nent ensuite symetriques et quadracellulaires au de19 
de cette gamme de Ra. Le DD permet d’obtenir, en 
plus des solutions du DS, d’autres solutions symetri- 
ques par rapport a P3. Ces solutions favorisent le 
transfert de chaleur et retardent considerablement les 
transitions vers les regimes oscillatoires. Quoique le 
domaine Clementaire compris entre les lignes fictives 
P, et P3 soit un module representatif dans la configu- 
ration periodique considerte, il ne permet d’obtenir 
que des champs d’ecoulement et de temperature qui 
respectent la nature des conditions aux limites qui lui 
sont imposees sur ces lignes. Ceci explique l’impossibi- 
lit6 d’obtenir toutes les solutions du DD qui ne vtri- 
fient pas les conditions de periodicite dans le DS et 
montre les limitations du DS s’il est choisi comme 
domaine de calcul. Finalement, malgre les precautions 
prises dans le traitement numtrique de ce probltme, 

par conduction pour Ra < 104. Les solutions obtenues un support experimental reste cependant vivement 
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souhaitable pour mieux Clucider les diffkrents points 
discutks dans cette Ctude. 
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THE MULTIPLICITY OF SOLUTIONS DUE TO NATURAL CONVECTION IN A 
REPETITIVE GEOMETRY 

Abstract-The fluid flow and heat transfer induced by natural convection in an infinite horizontal channel 
containing an indefinite number of uniformly spaced rectangular blocks on its lower wall (repetitive 
geometry) is studied numerically. The blocs are heated at constant temperature Tc and connected with 
adiabatic surfaces. The upper wall of the channel is maintained cold at a temperature T; (T; < Tc). 
The working fluid is air (Pr = 0.72). The parameters governing this problem are the Rayleigh number 
(10’ Q Ra =$ 5 x 106) and the relative height of the blocks (l/8 < B = h’/H’ < l/2). The effect of the compu- 
tational domain choice on the multiplicity of solutions is studied. The effect of each solution on the flow 
and the heat transfer is examined. This investigation shows that the symmetry of the flow is not always 
maintained although the boundary conditions for this problem are symmetrical. For a given set of the 
governing parameters, the difference between two multiple solutions in terms of the heat transfer may 

reach 25%. 0 1997 Elsevier Science Ltd. 


